Les lois de probabilités.
La mesure de la probabilité de (X<x) est la fontile réparation de la v.a X P(X<x) %(k).
Il en découle la fonction de densité de probabflitx)

X
=950 F (0= j £, (H)dt;
dX et minDy
Une loi de probabilité pour une variable aléatqua.) X a pour objectif de proposer une modélisati
qui tient compte de la dispersion de I'informatié&tndiée.

Ainsi une loi de probabilité est décrite par uneckion

L(X) = L(x; 9;) .

X: présente les réalisations.

0;: un ensemble de parametres qui sont une lectwalifférentes indicateurs de la forme selon
laquelle l'information aléatoire étudiée est distite dans le domaine de définition de X)(Avec la
fonction f(x), on définit :

* Les moments théoriques non centrés d’ordre k:

ﬂk(X) ='uk= jxk £, (x)dx=E[X"] Ainsi Iu'l(X) =,Uf E[X] =m, =moyenne

* Les moments théoriques centreés :

#(X) = [ EOO) ik, ()= done w, =L =07 4, =V (X)

» Les coefficients théoriques de formes :

Coefficient théorique d’asymétrie Coefficient th@oe d’aplatissement
g- K V; _H
M H.

Alors : Notre objectif est d’écrire fx(x) en fonction de £ (X)
Les moyens sont la premiére fonction caractéristigfua deuxieme fonction caractéristique :

1%¢fc. ¢, (1) = E{e™ }= je‘“.fx(x)dx = jei‘x dF , (x)

2rer . Y () =N, (1)

* Fonctions caractéristiques

$ ()= [edF, (x) = E{e™ }alors de(x):%je‘“wx(t)dt

Dy D,

Il suffit alors de proposer une foncticﬂX(t) qui respecte :
- o, M)]<1; 9, ()= ; ¢, (1) continue, intégrable toujours convergente.

Et nous obtenons aussF, (x) - F, (X) - f, (X);
@, (t) en fonction de u/', ;

$.(1) = Ele*} = E{Z —('tlf!) } = ;%E{X }= Z%u
* Résultats importants : soient4, €t &)
k
d -
1) dt—k¢ X (t) =i
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2) cas particulier



v=axiwaorsy (1) = Bl @V} = e Ele "} = €4, (a1

3) Soient n v.a. indépendant He f.c. ¢Xk (t)

n

Si Y:Zn: A X, alors ¢Y(t):|_| é, (A1)

n

En effet g, (1) = E{z} o R o I G0 By [EINCR

k=1 k=1

* La seconde fonction caractéristiqéey (1) = Ing, (t)

objectif lﬂx (t) ; ¢x (t) en fonction de/uk
Soit X une v.a. d’'une moyennerE(X), soit Z = X- nx = X-E(X) ; alors X = Z+E(X)

Py (t) = =0 P, ()= eitm¢z (t)

g () =im +1Infg, ()]
= itm + In[Zj0 (itk)!k ,U'k(Z)}
or Z =X -E(X);u' (Z)=pu(X)

itm + In {Zm: (itk)lk /M(X)}

= itm + In {1+2 (itk—),k/zk(x)}

2 3 4 /'10:
[or In(1+x)=x—x—+x——x +]
2 3 4 ,Ul:O
. (it)? (it)?® (it)*
= itm + [ Y M, + 3 U, + a0 U, +
1 (Gt))

() e

4o e
- (it ) () )  , _5,e _ o (i)
= itm + 21 ,u2+ 31 :u3+ 41 (,u4 3/12)"'"' —ZlTCk

Les G sont les cumulant
Ci=myx=moyenne=E(X) ;
C,=pp=variance=V(X)ox2= écart-type au carr¢ts-(|',)*

Com pae M3 = 321 + 24475
Com My =3HE = o= 4ot + B0z = 3U03

C=.....
On définit :
B = C3y coefficient d'asymétrie
(C,)?
C, _M-3 _ o - s
B*, = B,—3 coefficiert d'asymetrigparrapportalaloi deGauss

(SH 7Sk
B1 < 0 distribution statistique qui penche vers ladfe de la moyenne.
1 = O distribution statistique symétrique.

;1 > O distribution statistique qui penche vers laitgrde la moyenne.

B < 0 distribution statistique moins aplatie quéoiade Gauss.
B = 0 distribution statistique avec le méme aplatissnt qu’une loi de Gauss.
B > 0 distribution statistique plus aplatie quedade Gauss.



Résumé :

ORI ROEDY —c(i:(?k = In“e“xde(x)} - et (0dx = et

D Dy

- ()X
Z lk! Kk
k=1 dt

_ 1 i
< ””fx (X) - EJ;e €

Donc la fonction de densité de probabilité (et éaartition) se décrit en fonction des cumulantscdiss
Cette démarche théorique n’est pas exploitable ratigpe mais confirme le principe qu'une loi de
probabilité dépend des coefficients de formes dealdable aléatoire étudié. D’'ou la nécessité d’'une
démarche pragmatique. Ceci se traduit par une nsatiéh probabiliste au cas par cas. Mais non pas
pour chaque variable aléatoire physique mais pgpecd’aléatoire » rencontré.

L’expérience pile ou face est une expérience éléarerfondamentale dans la modélisation probasilist

Lois et v.a. de type discret (une expérience dordd issues c'est la réussite ou I'échec).

* X v.a. binaire, elle est définie par X(A) =1 B{A) =0

L’ensemble des événements est la réalisation de gon complémena..

Donc c’est une v.a. qui ne peut prendre que lesuvall et O avec les probabilités respectives
p = p(A), pr(Z):l-p =g avec A = « observer un pile »A&t « observer une face »
p(0)=q;p1)=p

P (X <k) = probabilitt cumuléeet P (X =Kk) = probabilitt simple

Fx() 1
A fX(X) q -
q =
.
. /
p
/ % /
’é
. > X > X
0 1 0 1

Alors :

b, (1) = [ e"dF, (x) = kzlo e“p(X =k)=e’q+e” p=pe' +q

- ||¢XD(t)= pet +q

Donc ¢/, (1) =In g, (1) =InfL+ p(e' -1)] N+ x) = x-"+ X ..
:m[“ > ('H 23

[it + (it)? N (it)® N (it)* .
2! 3! 4!

NP Wk M- ©
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p°[ (it)* + 2(it) 5 + 5 5 +2(It)T+m
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. it)? o (it)? 5 5, (i) > 3 4
=itp+ L (p- 1) + 8 (p-3p7 +29) + O (- 797 41257 -6+

SN2 - \3 N4
=itC1+(It2) C2+(|2 C3+(I2 Coro

Donc :
Ci=E(X)=p G=V(X)=pg doncox=V(X) =4/paCs=pq(q-p) Q=pq(1-6pqm=%;ﬁ‘z=l"p—zpq
Remarque :

La v.a. qui nous venons d’étudier a conduit a unalé probabilité de type discontinu. Cette v.d.des
type entier et appartient a I'ensemble fini [0 ;lL& distribution qui en découle est intéressantesda
mesure ou elle est a la base de loi de probapllite générale.

En effet dans le contexte de la fiabilité, un syséne pouvant que présenter deux états (fonctioenem

S etnon fonctionnemerﬁ). Sa fiabilité est alors R+S).
* n expériences indépendantes qui conduisent & isattahs d’'une variable aléatoire binaires

(A ou A) ameénent la question suivante : Quel est le nombréaisation de A surn ?
Soit X= « v.a. nombre de réalisation de A » (lanas piéce n fois ; combien de fois nous avonsyile
n
X = Z Xy : Xy :v.a. de type binaire
k=1

X peut prendre les valeurs appartenant a I'ensefriblel ; 2 ;... .. ; n}
Pour connaitre la loi de X ; il faut connaitre flesctions caractéristiques.

« @, (t)= I_l 9, (1) =(pe +q)" = Zan p“g" e™ = (par définition)Z:eitk P(X =k)
k=1 k=0 k=0

par comparaison (et identification)
nl
ki (n—K)!

K
P(X =k)=C)p*q"* ;P(X<k)=) C/p'q"’ avecC, =
j=0

c ) =Ing, () =nIng, ©)=ny, O
Donc : G(X)=nCG(X)

Ci=E(X)=np G=V(X)=npg doncox=4V(X) =4/npq Cs= 1, =npq(g-p) G=p, —3u;=npq(1-6pq)

,3_1 g-p. , _11-6pg
— T = 2 — .
© Vn'Jpg N pq

Cette loi est nommée la loi Binomiale
L= (n :p)

* relation importante: Soient k v.ayf=l, . . . ,m} de loi respective@ﬁj(nk;p)
Définissons

m

Y :ZXk etcalculonssaloi depuisp, (t) = |_| g, (t)= I_l (pe +q)™ = (pe +q)**
k=1 k=1 k=1

k

Donc L(Y)=B(N=3n;p)
k=1

Tendance limite de la loi Binomiale B(n ;p)

1) Lorsquen - o et p — Ode telle sorte que le produit np ait une valeuiefin Donc dans le cas ou
nous avons un grand nombre d’épreuves indépendatdsprobabilité de I'événement est trés faible. L
loi résultante se nomme la loi des évenements.rares




Nous savons que
¢, =ninfL+ p(e" -1)]= ”{p(e" RN G R O ) }

p(e" =D <1donc |jm ¢« =np(e' 1) = A(e" -1)

n— oo

Yx (M) — ) (elt 1) — itk Agelt-1 _ Jelt —/1 (/1 elt) — A /]k itk

g, (t)=¢ e Ze P(X =k) ete —e’e* = Z =e Zkle
- k

donc P(X:k):e A

Loi de POISSON P(1)

* Sommele plusieursv.a. detype poisson
SoientX {i =12,---,n} / L(X,)=P(A)

X= Z Xk’ ¢>< (t) |_| ¢><k (t) |_| Ak(e -1y (eit -l)(z/lk)

Donc L(X)=P( :Z/lk)

2) Soit X une v.a. qui suit une loi Binomiale. LE8(n ;p) ; E(X) = np et V(X) = npq
X —E(X)
).

VV(X)

X_p_ X ___ TP _ax-npadoncg, ) =€ ¢ (ay et

Jopa  Jnpa Ynpg
¢, () =Ing,(t) =it(-npa) +In[g, (at)] =it(-npa) + nin[1+ p(e™ -1)]

=it (-npa) + nin(1+ pi(ii%)]:it(‘npa)m[ pi (ia;!)” (Z (iat)” j +%(Z%} ]

(iat)*  (iat)’ , (iat)*
2! 3 4

Etudions la loi deL(z =

Z=

=it (-npa) + n{ p(iat + -2ty + oty + o+ B (Gt + ]

2 nooo

_it(—an + ; (It)2 2 _ 2,2 a _(It)2 ___t2 ; li ay —
= p) np(lat)+—2I [npa® —np“a’]+F(n )——2I = puisque lim F(n“)=0

=0 . =

Alors Ijmwz(t)=ljm{(lt) +F(n° )} ——(pardeflnltlon)z (° c, donc G=0; G=1 et G=0 poura=2

Donc ¢,()=¢” et fz(z):ij‘%(t)ef.tzdt
0 2 j /dtf(z)'_( ')I(eme tht__{[“V] IVdU}_z_fir{[e"Ze/} _Te‘%.(—iz)e"zdt}

—o

— |tz /
= 277! 2dt = £,(2).(-2)

—o

‘ 2/ 1
doncf,(z)=-z f,(z) alors f,(z) =Ce % et:[ f,(2dz=1- C :E
2
alors f, (2) =ie % il s'agit dela loi deGAUSScentréeréduiteN(m=0;0 =1)
N2

Et la loi de X tend quand - » et p> 01 vers une loi de Gauss Ng¢pnp, o, =./npq)



Les lois de probabilités (suite)

*Tirage avec remise 2B (n,p)

P(X =k) =Cyp“q™™

X = « Nombre de réalisations de I'’événement élémignt

*Tirage sans remis@rocessus exhaustif)

Dans un carton si hous avons N piéces avec a défesgs et b non défectueuses, soit X = « Nombre de
pieces défectueuses obtenues aprés n tirages ».

P(X=k) = « probabilité que le nombre de défectuapres les n tirages sans remise soit de k »

k
Iy a C a possibilités de tirer une piece défectueuse. A whaale ces possibilités, on peut associer

n-k
C b possibilités de tirer n-k pieces non défectueusesipb.

CkCn—k ) a b Ckcnfk
P(X=k)=—="— ;si p=— g=— donc P(X=k)=—2+-
(X=k== P=N 97N (X=k) :

N N

':_ rl] np@-p) ainsiqguemin X =max@;n- Ng) etmax X =min(n; Np)

ondemontreE(X)=np et V(X)=

. . . . e (g

Il s’agit de la loi nommée la loi Hypergeometrlqajé(N, n, p).

Si N - « alorsv(x) - npg et P(X =k) = Cp“q"™ donc la loi Binomiale

En pratique, ce résultat est vrai des C&Ielt}%. Ayant vu que la loi Normale est une loi limiteude loi

Binomiale, et avec le fait que la loi Binomiale ast limite de la loi hypergéométrique, nous chensha
savoir s'’il peut y avoir d’autres loi qui sont engeés par la loi hypergéométrique, pour faire raliens
étudier le ratio suivant :

P(X =k+1)-P(X =k) _ _ Ay, A + Bk

=G n,N, p, ,k A = =
P(X = k) ( p,d,k) On démontreG y T T e ok - BT 2Vee A,

B, C, D et E des constantes qui dépendent de N, at,q d’ou la proposition de K. PEARSON qui
consiste a imaginer une fonction de densité deghitt® fx(x) d’une variable aléatoire continue X qui
peut étre en adéquation avec la loi Hypergéomédregugui pourra satisfaire le méme type que |diosla
précédente et qui aura la forme de I'équation difféelle suivante

1df _  ax+b

f dx o +dx+c
Ensuite K. PEARSON démontre que les constantesca,dh et e dépendent des coefficients de formes

moyenne Variance ou Coefficient Coefficient
Ecart-type d’asymeétrie d’aplatissement
4 por o gl B B-H.
H, H,

De plus une présentation simplifiée peut conduegg@rimer le systeme en fonction uniquemendet
B.. K. Pearson constate que quelque Bo#t[3,,il ya que 7 solutions a cette équation différefgigui
sont représentées sur la figure qui suit.

Attention cette figure est présentée en fonctiofd@etB,. AvecpF; = (B.)?
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2.
Pour des considérations présentées en amphi. $@siffons nous les résumons en 3 qui sont les lois
BETA1L (24%), BETA2 (75 et GAMMA (I).

La loi Betal (48"

Il s’agit d’une loi définie entre deux bornes epdéd de deux paramétres. Il est primordial de faire
changement de variable (voir la présentation enh@nmour ramener la présentation a l'intervalle [Q.
Dans ce cas, la loi Betal s’exprime de la manieneaste :

y(p)y(a)

_y(p+a)~ (it) p(p+k)
t_
A= 2 Ypra k)

E(X)=m, =—— V(X)=(0,)2=
p+q

f (x)= p*a) XPTA-x)7 xO [0;1] avecy(a) = Ie‘xxa‘ldx

pg
(p+a)°(p+qg+1)
(p+a) v X" @-x™

1-x & y(p+k+1)y(q-k)

F, (X) = Proba(X < x) = 4




~#—fX(x) p=0,5; q=2
—*—fX(x) p=0,5; g=0,5
H=IX(X) p=8; g=2
=¥=fX(x) p=1,5; g=1,5
—8— fX(x) p=3; q=2
—=1X(x) p=1; 4=1
—&—fX(x) p=15; q=15

—fX(x) p=1; q=0,5

Les relations inverses entre p, q gtehoy sont données en amphi.

0,01 006 011 016 021 026 031 036 041 046 051 056 061 066 071 076 081 086 091 0,96 1

L a loi Beta2 (&)

Il s’agit d'une loi définie entre un seud)(et I'infini et dépend de deux parametres. llggnordial de
faire un changement de variable (voir la présemtatn amphi) pour ramener la présentation a |\iatiés
[0 ; co[. Dans ce cas, la loi Beta2 s’exprime de la mansdiivante :

f o= YRHA) X7 Ee)=m s e v s (o, = (2T
X . N
y(p)y(a) (x+1)" ! X © y(p+a+k), x
Fo(x) = : > )
g y(p) @+x)"" &4 y(p+qg+1) 1+x
_y(p+q) N (i), .
@, (t) = : B°.(p+k;q-Kk)
y(p)y(q) Z k!
1,6 §
1,4
~8—p=3; =1 —k—p=3;q=2 =—¥—p=3;q=3 =—H—p=3;q=4 —€—p=3;q=5 —+—p=3;q=6
1,2 4
1,
0,8 1
0,6
0,4 1
0.2 \'~=\
0l &;@g@é‘:'iviii A A A A A A A A A A AN
Q \} 1) v () % “ ™ ) (%) 2] © 2] A ) > “ ) ) @




La loi Gamma (IN)
Il s’agit d'une loi définie entre un seud)(et I'infini et dépend de deux parametres. llggnordial de
faire un changement de variable (voir la présemrtagn amphi) pour ramener la présentation a |\iatiés
[0 ; co[. Dans ce cas, la loi Gamma s’exprime de la marsaivante :

8" (x-5)" exp( —a(x - 3))
y(p)

. . it L& (i) (k=) . p-1
1) siL(X)=T(a; p)0); qix(t)—(l—g) et wx(t)—;TpT et xm,e_5+T <E(X) Dx

LOI GAMMA M(a; p;0) fo(x)=

etC,=E(X)=d+2ic,=vix)=Ric,=2Pc =8Pk (=eny R
a a

2)si p :%;a:%;ézo; L(X) = F(%;%) si on définit X =Z?etzZ 00
On démontre que L(Z)=loi de gauss centrée réduitesN).
OSip=1d=0; f,(x)=ae™; L(X)=E(a) Loi exp onentielle
OSia=1,d=0; E(X)=p;V(X) = p; propriétée s d'une loi de poisson
4) si X, indépendatesentreelleset L(X ;) =T'(a; p,) ;siondéfinit Y:ZH:X/2 L(Y) =F(a;zn: P,)
= =

1,6

1,4 -

‘ —#—a=1; p=0,5 —h—a=1; p=1 —>¢—a=1; p=2 —H¥—a=1; p=3 —®—a=1; p=4 —t—a=1; p=5

(] 1,5 3 4,5 6 75 9 10,5

* relation entre B' et B?

1) si L(Y)=B"(p;q) ; X =—- L(X)=B"(p,q)

2) si L(X)=B*(p;q) Y = L(Y)=B"(p;q)

* reation entre I et B?

siL(Y)=T(a;p)etL(Z)=T(a;q) pour X :%L(X) = B*(p;q)



