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Introduction

(LP) permet de rendre compte du syllogisme suivant :

Si Jean est malade, il ne sort pas JO =S
Jean est malade J
Jean ne sort pas =S

Mais pas du syllogisme suivant :

Si un homme est malade, il ne sort pas MO =S
Jean est un homme malade R

Jean ne sort pas al)



Introduction

Nouveaux concepts dans (PP) :
- prédicats
- variables
- quantificateurs :
- « quel que soit » : [ (ensemble d'objets)
- « il existe » : [I(certains objets d'un ensemble)

Exemple :

« Sebastien a les cheveux longs. » :
- « avoir les cheveux longs » est un prédicat
- Sébastien est le sujet du prédicat

- Ce prédicat peut se noter p( x ) : « x a les cheveux longs »

- X est une variable, sujet du predicat, qui peut étre remplacee par
Sébastien pour rendre p vrai

- Cet énonce peut alors s'écrire p( Sébastien ).



Introduction

Enonceés quantifiés :

« Tout est éphémere » : [Ix E( x)
« Rien est ephémere » : (X = E( X))

[1peut se définir a partir de [ :

« Rien est éphémere » « Il n'existe pas de chose eéphéemere »

DX—IE(X) _'D(E(X)



Introduction

Tout est dphémédre
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Introduction

Notion d'univers du discours :

« Tous les philosophes sont assis. »

Ox (P(x) O A(x)) Ox (P(x) OA( x))

Bonne formulation Mauvaise formulation

« Quelques philosophes sont assis. »

[x (P(x)OA(Xx)) (X (P(x) O A(x))

Bonne formulation Mauvaise formulation



Logique des préedicats
du premier ordre (PP)

- Introduction

- Définitions

- Théorie des modeéles

- Théorie de la démonstration

- Propriétées fondamentales de (PP)
- Décidabilité de (PP)

- Principe de résolution



Définition de (PP)

Une théorie du premier ordre consiste en :

- un alphabet

- un langage ou ensemble de mots formés a partir de 'alphabet
- un ensemble d'axiomes

- un ensemble de regles d'inférence



Alphabet de (PP) (1/5)

Il est constitue des ensembles disjoints suivants :

- les constantes d'individus : chaines alphanumeriques
commencant par une lettre minuscule (underscore autorise)
Exemples : socrate, { a, b, c, ... }, 127, x_20

Les constantes representent des entités individuelles.

- les symboles de fonctions : un foncteur est une chaine alpha-
numeérigue commencant par une minuscule, comme f, g, h, ...
Chaque foncteur possede une arite, qui est le nombre d'arguments
auxquels le foncteur peut s'appliquer.
Exemples : - carré( x ) d'arité 1,

- plus( 3, 4.2 ) d'arité 2

Remarque : les constantes peuvent donc étre considéerees comme
des foncteurs d'arité 0.



Alphabet de (PP) (2/5)

Les foncteurs servent a construire les termes du langage.

Terme : <symbole fonctionnel>( <nom_indiv >, ..., <nom_indiv > )

N _/
N e

Arité n Chacun de ces objets peut
lui-méme étre composeé

- les symboles de variables : chaines alphanumeriques com-
mencant par une majuscule, comme { X, Y, Z, ... }.

Une variable peut étre substituee par un terme.



Alphabet de (PP) (3/5)

- les symboles de prédicat : permettent de formaliser les relations
entre objets. Ce sont des chaines alphanumériques commencant
par une minuscule, comme p, q, ...

A un symbole de predicat est associe une arité, qui indique le
nombre de termes auxquels il s'applique.

Exemples : - aime( X, (emme(X)/) : X aime sa femme
Y
Nom de la femme
de l'objet X

- aime( X, chocolat ) . X aime le chocolat
-p(f(g( X)), a, h(X,v(a)))



Alphabet de (PP) (4/5)

- les connecteurs
- . negation
[1: conjonction
[1: disjonction
[ implique
= . est equivalent

- les symboles de ponctuation { (, ) } utilisés pour améliorer la
lisibilité et lever les ambiguités

- les quantificateurs
[1: universel
[1: existentiel



Alphabet de (PP) (5/5)

Attention au risque d'ambiguité entre symboles de prédicat
et symboles de fonction.

Exemple : pere( georges )

Cela peut étre interpretée comme la fonction qui, a I'objet georges,
associe le nom de son pere.

Mais cela peut également exprimer le fait que son argument est
ou n'est pas pere.

La difference s'établit au niveau syntaxique :

- un symbole de fonction ne peut jamais apparaitre en téte d'un
atome et peut apparaitre a des niveaux plus internes,

- un symbole de prédicat ne peut apparaitre qu'en téte d'un atome.



Le langage (PP) (1/7)

- les termes sont définis par les regles suivantes :
t1) toute variable est un terme
t2) toute constante est un terme
t3)sit,t, ..., t sontdes termes et f est un symbole fonctionnel

darite n,alors f(t,t, ..., t )estun terme

Exemples : 127 (constante) B
ALPHA 3 (variable) — Objets (complexes)
plus( 3, x ) (terme structure) |

- les atomes (littéeral ou formule atomique) sont une construction
syntaxique de la forme : p(t,t, ..., t ) ou p est un symbole de

predicat d'aritée n et ou t1, t2, tn sont des termes.

Exemples : homme( Socrate ) L _
orécéde( 5, -2 ) Propriétes des objets




Le langage (PP) (2/7)

- les formules lient des atomes a |'aide des connecteurs, selon
les regles suivantes :
f1) tout atome est une formule

f2) si ¢ et Y sont deux formules, alors :

(=), (0 Uy), (0 W), (0 U W), (¢ = ) sont des formules
f3) si ¢ est une formule et X une variable, alors :

(OX ¢), (X ¢) sont des formules.

Le langage du premier ordre est 'ensemble des formules correcte-
ment construites a partir des symboles de son alphabet.



Le langage (PP) (3/7)

Remarques :

- La formule (X ¢) permet de signifier que tout objet substituable
a la variable X possede la propriete decrite par la formule ¢.

- La formule (X ¢) permet de signifier qu'il existe au moins un
objet substituable a la variable X qui possede la proprieté décrite

par la formule ¢.

X = variable quantifiee (ou variable liee par un quantificateur).



Le langage (PP) (4/7)

Définitions :

- La portée de [IX (respectivement [X) dans la formule (X ¢)
(respectivement (LIX ¢)) est la formule ¢.

- Une occurrence liée d'une variable dans une formule est
I'occurrence suivant immédiatement le quantificateur ou une
occurrence dans la portée du quantificateur. Toute autre
occurrence est libre.

Exemple : ¢ =X p(X)Uq(g(y(@ f(X))))

\/ \

Occurrences liees Occurrence libre
- Une formule close est une formule sans variables libres, comme

LX LI (p(X,Y) Lq( X))



Le langage (PP) (5/7)

Définitions (suite) :

- Une formule terminale (ground formula) est une formule sans
aucune variable.

La regle de priorité des connecteurs permet d'alleger I'écriture
des formules :

Priorite la plus forte

Priorité la plus faible



Le langage (PP) (6/7)

Exemples

- (OX (Y (p( X, Y ) O q( X)))) peut étre réécrite en
OX QY (p( X, Y) O q( X))))

~ Portée de IV

< >

Portée de [IX

- (= (X (p( X, a)Oqg(f( X))))) peut étre réécrite en
- X (p(X,a)Oq(f(X)))

Portée de [ X




Le langage (PP) (7/7)

Similitudes avec les langages a structure de blocs :

Bloc A

Var X

Variable locale au bloc B = occurrence
Bloc B

liee de Y dans B par la déclaration Var Y.
¥a_r;((/: Occurrence libre de X dans B mais liee

dans A.

FinBloc B

X=Z » Occurrence libre de Z dans A.

FinBloc A Occurrence liée de X dans A.



Description de structures elementaires
dans (PP)

- Expression des proprietés des listes

- Expression des propriétés des arbres binaires



Expression des propriétés des listes
dans (PP) (1/5)

Introduction d'un foncteur d'arité 2 : . (constructeur de listes).
Utilisé en notation infixée : H.T est la liste formé d'un élément H
et d'une liste T.

Exemple : .( a, nil ) désigne la liste comportant un seul élement a;
nil designe la liste vide.

1) Axiomatisation de la définition d'une liste
L est une liste ssi :

- L est la liste vide ou
- L se décompose en un élément suivi d'une liste

OL (liste(L ) = (L=nil) 0 OU L (L =U.L) O (liste( L. )))



Expression des propriétés des listes
dans (PP) (2/5)

2) Prédicat d'appartenance d'un élément a une liste

X appartient a la liste L ssi :
- X est le premier element de L ou
- X figure dans le reste L, de la liste Y.L

(X 0L (dans( X, L) =
(L (iste(L ) O((L=XL)DOLY ((L=Y.L)Odans(L , X)))))



Expression des propriétés des listes
dans (PP) (3/5)

3) Prédicat exprimant la longueur d'une liste

N est la longueur de L ssi :
- L est la liste vide et N est egal a 0 ou
- L s'ecrit X.L. et N est la longueur de L _augmentee de 1.

[JL OON (long(L, N ) =
(L=nil) O(N=0)) U
(XL, EN_ ((liste(L, ) O
(L=X.L)0
(long( L., N, )) U
(@dd(N_, 1, N))))



Expression des propriétés des listes
dans (PP) (4/5)

4) Prédicat exprimant la concatéenation de deux listes

L3 est la concatenation de L devant L ssi:
- L estlaliste vide et L = Lsou
- sl le reste L31 de L3 est la concatenation du reste L . del
devant L et siL_est produit par juxtaposition de la tete de L
et de L31.




Expression des propriétés des listes
dans (PP) (5/5)

4) Prédicat exprimant la concatenation

DL1 DL2 DL3 (conc( L1, L2, L3 ) =
((L3= nil) [ (L2= L, )) O
(XL, [L, (liste( L, ) D(liste(L, )
(L1 = X.LH) [] (L3= X.L31) [1conc( L., L, L31 )))




Expression des propriéetées des arbres
binaires dans (PP) (1/2)

1) Axiomatisation de la structure d'arbre binaire

On introduit le foncteur d'arité 3 .
Un arbre binaire peut étre vide, auquel cas il est représente par la

constante nil.
Sinon, il se décompose en un sous-arbre gauche, une racine et

un sous-arbre droit.

D'ou la définition :

LT (arbrebin( T ) < (T = nil) [
[ITg UId (R (arbrebin( Tg) Uarbrebin( Td ) U(T=1( Tg, R, Td))))



Expression des propriéetées des arbres
binaires dans (PP) (2/2)

2) Prédicat d'appartenance a un arbre binaire

Xestdans T ssi:

- Xestlaracinede T ou

- X apparait soit dans le sous-arbre gauche Tg, soit dans le
sous-arbre droit Td

T OX(dans( T, X) =
(g O0Id (T=1t(Tg, X, Td)) O
[MTg OId (R((T=t(Tg, R, Td)) U(dans( Tg, X ) L(dans( Td, X))))
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Théorie des modeles

Objectif :
Utiliser une methode permettant de degager une interprétation
sémantique de nos formules (vraies ou fausses ?).

Probléemes :
Tables de verité ne peuvent plus étre utilisées, car les variables
possedent un domaine de valeur.

Solution :

Utiliser une fonction d'interprétation permettant de donner une
valeur de vérité a un predicat en fonction de la valeur des termes
qui le composent.

Exemple : prédicat p( X ) = « X est bleu » opérant sur le domaine
de valeurs { extraterrestre, terrien, schtroumpf }.
Interprétation possible de p...




Interprétation des langages
du premier ordre (1/6)

Définition #1 : définition d'une interprétation
Soit L un langage du premier ordre.

L'interprétation pour le langage L est définie par :

a) un ensemble D non vide = le domaine d'interprétation

b) A chaque symbole de constante individuelle, on associe un
élement de D.

c) A chaque symbole de fonction d'arite n (n 2 1) de L, on associe
une fonction de D" — D.
Si f est ce symbole de fonction, la fonction associée sera noté f'.

d) A chaque symbole de prédicat d'arité n (n = 1) de L, on associe
une application de D" — { vrai, faux }.
Si p est ce symbole de prédicat, I'application associee sera
notee p'.



Interprétation des langages
du premier ordre (2/6)

Définition #2 : affectation d'une variable relativement a une
interpretation

Soit | une interprétation pour un langage du premier ordre L.
| est définie par a), b), ¢) et d) comme précédemment.

Une affectation des variables de L relativement a | est I'association
a chacune des variables de L d'un élément de D, domaine d'inter-
pretation de |.



Interprétation des langages
du premier ordre (3/6)

Définition #3 : association d'une valeur a un terme de langage

Soient : L un langage du premier ordre,

une interprétation de L,

D le domaine d'interprétation de |,

A une affectation des variables de L relativement a |.

La valeur du terme t relativement a | est définie par :
- si t est la constante a, alors sa valeur t' est I'élement a' 1 D.
- si t est la variable x alors t' est I'élement de D qui est associe a x

par l'affectation A.

-sitestdelaformef(t,t,..,t ) alorst seraf(t , t,.., t ) ou
f symbole de fonction d'arité n et t1, t2, tndes termes.
t,t,..t sontdes valeurs calculees selon les regles a), b), c)

etd), avect , t, ...t UDetf(t,t,.. t )UD.



Interprétation des langages
du premier ordre (4/6)

Définition #4 : interpretation des formules (1/3)

A une formule de L on peut associer une valeur de vérité comme
suit :

a) si la formule est I'atome p(t, t, ...

associee serap'(t,t, ..., t )0 {vrai, faux }, ou :
- p est un symbole de prédicat d'arité n,

- t1, t2, tn sont des termes

- t'1, t'2, t'n sont les affectations de t1, t

, tn ) alors la valeur de verité

, 1

g1 ey b



Interprétation des langages
du premier ordre (5/6)

Définition #4 : interpretation des formules (2/3)

b) sila formule est -f, f g, fIg,fJ gouf < g, oufetgsont
des formules, la valeur de vérité de la formule résultante est
donnée par la table suivante :

f g -f fOg fOg fUg feg
0 0 1 0 0 w 1
0 1 1 0 1 w 0
1.0 O 0 w 0 0
11 0 1 1 1 1




Interprétation des langages
du premier ordre (6/6)

Définition #4 : interpretation des formules (3/3)

c) si la formule est de la forme [k f alors sa valeur de vérité sera

VRAI s'il existe d I D tel que f a pour valeur de vérité VRAI
quand on associe a x la valeur d.

d) si la formule est de la forme Ux f alors sa valeur de vérité sera

VRAI si Ud OO D, f a la valeur de verité VRAI lorsque I'on associe
a X n'importe quelle valeur d.



Exemple d'interpretation de formule

Soit la formule A = [x (p(x) U q) ou p est défini sur le domaine
D={1,2}.



Definitions et modeles (1/2)

Formule valide :
Une formule est valide ssi elle est vraie pour toute interprétation |.
On note alors FA.

Formule satisfiable :

Une formule A est dite satisfiable ssi elle est vraie pour au moins
une interpretation |I.

On dit aussi que | est un modele de A.

Formule insatisfiable :
Une formule est insatisfiable ssi elle n'admet pas de modele.

Conséquence logique :
Soient une formule B et une famille de n formules A1, An.

B est consequence logique des A si pour tout modele M des A,
M est aussi un modéle de B. On note alors A , ..., A_ EB.



Definitions et modeles (2/2)

Pour resumer, il y a 4 classes de formules :

- les tautologies, valides quelque soit l'interpretation
- les satisfiables, qui admettent au moins un modele
- les falsifiables, ou il existe au moins une interprétation qui n'est

pas un modeéle
- les insatisfiables, qui n'admettent pas de modeles.
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Les axiomes dans (PP) (1/5)

Soient A, B et C des formules bien formées.

A1) Introduction de l'implication :
(AO (BO A)

A2) Distribution de l'implication :
(AO(BOC))O (AO B)O (AO C))

A3) Contraposition :
(A 0O =-B)O (B O A))

A1), A2, A3) correspondent aux axiomes de (LP)



Les axiomes dans (PP) (2/5)

Pour introduire A4), définissons ce qu'est le « renommage de
variable ».

Soit A( X ) une formule ayant X comme variable libre et t un terme.
On note A( t ) la formule obtenue en substituant le terme t a
chaque occurrence de la variable X dans A.

La substitution peut étre précedée d'une phase de renommage du
nom des variables liees de A de maniere a ce qu'aucune des
variables de t ne se retrouve liee apres la substitution.

Exemple : On veut substituert=1f( Y, u)a Xdans:

Y OOY OX r( X, Y))

P

Occurrences libres de X Occurrences licesde Xetde Y



Les axiomes dans (PP) (3/5)

Exemple : On veut substituert=1f( Y, u) ala formule

A(X)=(p(X)OOYDOX (X, Y))

On remplace les occurrences liees :
- X est renommee en X,

-Y est renommeée en Y1

On obtient la formule :
A(X) = (p(X)DDY1 DX1 r(X1,Y1 )

et on peut désormais sans risque effectuer la substitution de
t=1f(Y,u)alavariable X:
ACt)=(pP(f(Y,u))DUY OX r(X,Y, ))



Les axiomes dans (PP) (4/5)

A4) Particularisation :
(OXA(X)) O A(t)

Exemple :

Avec A4), la formule OY [Z hait( Y, Z ) est dérivée en

hait( mere( X ), Z ). On a substitué a Y le terme mere( X ).
Si on avait sans précaution substitué a Y le terme mere( Z ), on
obtiendrait [LZ hait( mere( Z ), Z ), ce qui exprime une situation

beaucoup plus forte que celle que I'on était autorisé a déduire de
I'antecedent.

Pour que la substitution soit realisée correctement, il faut
renommer l'occurrence liee de Z, d'ou :

[Z hait(mere(Z),Z )




Les axiomes dans (PP) (5/5)

AS) Specialisation universelle :
(OX) (A O B)) O (AO (OX) B)

si X n'est pas libre dans A



Les regles d'inference dans (PP)

R1a) Modus Ponens
A

Al B
B

R1b) Modus Tollens
- A
B[O A
- B

R2) Généralisation

A N . .
OX A ou X est une variable libre dans A




Exemple de demonstration dans (PP)

Soit le théoreme suivant a démontrer :
(Uy) (Ox) D(x, y ) O (Ox) (Qy) D(x,y)

Démonstration :

4) (Oy) (Ox) D(x, y ) O (Ox) D(x, y )
4) (Ox) D(x,y )0 D(x,y)
R2)D(x,y )0 (Qy)D(x,y)
2) (Ly) D(x,y) O (0x) (Qy) D(x,y)

On pourra déemontrer de facon semblable d'autres théoremes :

L) (Ox) D(x, y) O (Ox) (by) D(x, y )

Ux) D(x ) O (Ex) D(x))

((Ox) (Qy) D(x,y)) = (x) (Oy) (=D(x, y))
((Cx) (Cy) D(x, Y)) (Ox) (Qy) (=D(x,y))

)
2) (
3) -
4) -



Dérivation dans (PP) (1/2)

Soit{ A, A, .., AID } un ensemble de formules.

Une formule B est derivee de {A, A, ..., Ap }, cette dérivation
étant notée { A, A, ..., A} I B, s'il existe une suite finie de
formules B1, Bz, Bntelles que B=Bnet Oid{1,..,n1}:

- soit B est un axiome logique, c-a-d A1), A2), A3), Ad4) ou AS),
- soit B .estun elementde { A, A , ..., AIo }, c-a-d une hypothese,

- soit B. est obtenue par application d'une des 2 regles

d'inference a une ou plusieurs formulesde B, B , ..., B, ..



Dérivation dans (PP) (2/2)

Exemple :

Soit I'nypothese x Ly p( X, y ), on veut en deduire Lz p( z, z ).

1) Ox Oy p(x,y )

2) Ux Oy p(x,y)d Oyp(zvy) A4) en substituant z a x
3)Uyp(z,vy) Modus Ponens 1) et 2)
4)Oyp(z,y)O p(z z) A4) en substituantzay
9)p(z 2) Modus Ponens 3) et 4)
6) Uzp(z z) R2) a 5)



Exemple : I'arithmétique formelle
(ou theorie des nombres) (1/4)

Ce systeme formel (AF), proposeé par Peano, est une extension
fondamentale de (PP).

Neuf axiomes sont ajoutés, faisant intervenir :
- une constante unique, le zero : 0
- quatre opérateurs :
- successeur o (d'arité 1) avec :
- a( n) note (n+1),
-0( 0 ) note 1.
- somme + (d'arite 2)
- multiplication * (d'arité 2)
- egalite = (d'arité 2)



Exemple : I'arithmétique formelle
(ou theorie des nombres) (2/4)

Soient x, y, z toute suite de symboles de (AF) ne contenant
pas le signe =:

(A6) ([x) x+0 = x

(A7) (Lx) x*0=0

(A8) (Lx) = (o(x)=0)

(A9) (Ox) (Uy) x+a(y ) = o( xty )

(A10) (Ox) (Ly) x*o(y ) = x*y + x

(A11) (Ux) (Qy) (o(x)=0o(y ) U (x=Yy)

(A12) (Ox) (Qy) (x=y) O (a(x)=0(y))
(A73)(IX)(Iy)(DZ)(X=) (x=2)0 (y = 2z))
(A14) (A(0 ) et (Uu) (ACu) O A(o(u)))) 0 (Hu)A(u)

(A14) formalise le raisonnement par récurrence (induction formelle)



Exemple : I'arithmétique formelle
(ou theorie des nombres) (3/4)

Ce systeme formel de l'arithmeétique formelle (AF) a une
Importance capitale.

En effet, I'arithmetisation peut étre effectue pour tout systeme
formel.

C'est en faisant appel a (AF) que les métathéeoremes de (DH) et
de (JP) ont pu étre énonceés.

Exemple pour (JP) :

(A) :aoa
R :m1|:m2I] bm1mbm2

a, b et o ne sont que des symboles qui peuvent étre remplaceés par
d'autres symboles, comme 1, 2 et 3 (symboles de AF)...
Par exemple, (A) peut étre transformeé en 1 3 1.



Exemple : I'arithmétique formelle
(ou theorie des nombres) (4/4)

(R) peut etre transformeen:m_3m 0 2m_ 32m..

Mais l'opération « étre suivi de », qui porte sur des suites de
symboles, possede une correspondance dans (AF).

En effet, dans l'arithmeétique usuelle, pour former le nombre x suivi
du nombre y en utilisant la notation décimale, il suffit de multiplier x
par une puissance de 10 et d'ajoutery.

Ainsixy =10" * x + y, avec n le nombre de chiffres de y.

L'étude du systeme (JP) par exemple peut ainsi completement étre
ramenée a celle d'un sous-systeme de (AF).
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Proprietes fondamentales de (PP) (1/2)

Adéquation :

Une logique est dite adéquate si tout théoreme A ( |—A) est une
formule valide ( FA).

(PP) est adéquat : si | A alors FA.
Consistance :

Une logique est consistante s'il n‘existe aucune formule A telle
que FAet |-A.

(PP) est consistant.



Proprietes fondamentales de (PP) (2/2)

Compleétude forte :

Une logique est dite fortement complete ssi la relation de consé-
guence valide correspond a la relation de dérivabilité : soit E un
ensemble de formules, siE FA alors E |FA.

Compleétude faible :

Une logique est faiblement complete si toute formule valide est
un théoréme : quand A alors | A.

La complétude forte implique la complétude faible.

(PP) est fortement complet.
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Décidabilite de (PP)
Décidabilité :
Une logique est decidable s'il existe un algorithme capable de
déterminer en un nombre fini d'étapes si une formule donnée est

ou n'est pas un théoreme.

(PP) est indécidable, ou plus précisément semi-décidable.
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Préambule au principe de résolution

Remarques préalables :

Une démonstration (ou une déduction) dans (PP) peut étre tres
fastidieuse a réaliser.

Pour realiser plus simplement une démonstration, le principe de
resolution utilise des formules mises sous forme standard.

Trois etapes sont nécessaires pour obtenir une telle formule :

formule quelconque
\

formule sous forme prénexe

v

formule « skolémisée »

v

formule sous forme standard



Forme préenexe d'une formule

Matrice :
Une matrice est une formule du calcul des predicats sans quantifi-

cateurs.

Forme prénexe :
Une forme prénexe est une formule de la forme :

Q x Q x ..Q x Mou Q designe [l ou Llet M est une matrice.

Forme prénexe équivalente :
Toute formule admet une forme prénexe equivalente.



Mise sous forme prenexe d'une formule

1. remplacer les connecteurs [ et < pardes et []

2. renommer certaines variables liees de maniere a n'avoir plus de
variables quantifiées deux fois

3. supprimer les quantificateurs inutiles, s'il y en a

4. transferer toutes les occurrences de la negation en utilisant les
regles de réécriture suivantes :

4a. (A UB) se reecriten (7A 07B)
4b. (A UB) se reecriten (7A U7B)
4c. LA se reécriten [FA
4d. LA sereecriten [17A

5. transferer les quantificateurs en téte de formule, en utilisant la
commultativite, 'associativité et le renommage de variables si

necessaire :

5a. (UxA0OB) se reecriten [x (A LIB)
5b. ([x A LIB) se reecriten [k (A UB)
5c. (IxA0OB) se reecriten [x (A LIB)
5d. ([x A LIB) se reecriten [k (A UB)



Exemple de mise sous forme prenexe

Soit la formule :

Oxp(x)UOyqg(y)d Dy p(y)

Quelle est sa forme prénexe ?



Skoléemisation et forme standard

Algorithme de skolémisation :

- transformer la formule F en forme prénexe

- remplacer toute variable quantifiee existentiellement par un
symbole de fonction dont les arguments sont les variables qui
sont quantifiees universellement et qui précedent notre variable

- supprimer les quantificateurs (universels et existentiels), devenus
inutiles.

Exemple : Skolémisation de I'exemple précedent.

Forme standard :

Une formule sous forme standard est une matrice formée d'une
conjonction de clauses.



Principe et algorithme de résolution (1/3)

Principe de résolution :

Soient N une forme standard et C_ et C_ deux clauses de N.
Soient 2 litteraux | U C_et 7l [0 C, 6 une substitution de renom-
mage telle que B(C,) et C_ n'aient aucune variable libre commune.
Soient o un unificateur de 6(C ) et C_ et R la resolvante :
R=0o(6(C \{l })DO(C\{7}))

Alors N et N I { R } sont logiguement équivalentes.
Remarque :
Ce principe ne suffit pas a inférer la clause vide quand elle est

consequence logique d'un ensemble de clauses.
On adjoint a ce principe une regle de factorisation.



Principe et algorithme de résolution (2/3)

Regle de factorisation :

Soit C_ une clause de la forme | Ul U... Ul telle que | etl sont
deux littéraux unifiables. Soit o un unificateur de I1 et I2.

La clause C'. = o( C \{| })estune consequence logique de C..
C', est appele facteur de C..



Principe et algorithme de résolution (3/3)

Algorithme de résolution :

Soit N une formule sous forme standard.

1. Si [0 OO N, I'ensemble est inconsistant et la résolution terminée.
2. Prendre C1 et C2 deux clauses ou facteurs de clauses dans N,

tellesque | O C, =l OC etl, | unifiables.
3. Trouver un unificateur de |, et | et calculer la resolvante R.
4. Recommencer en 1 en remplacant N par N { R }.
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Deéfinition d'un systeme formel
du 1er ordre

Tout systeme formel qui comporte les axiomes de (PP) est dit
du premier ordre.

Le qualificatif premier ordre tient au fait que dans (PP), seules
les variables prédicatives (symboles les plus internes des
formules) peuvent étre quantifiées.

A l'ordre 2, les prédicats eux-mémes peuvent étre quantifies.

Ordres supérieurs : les quantificateurs agissent sur les préedicats
de predicats.



