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(Tres breve) Introduction a la logique

Dans l'antiquité

Pour Aristote

- Logique = instrument du savoir, non le savoir lui-méme.

- Etudier les lois du discours

- Distinguer les raisonnements corrects de ceux incorrects.

Années 50

- Volonté de mécaniser/automatiser la pensée rationnelle
- Développement de programmes de démonstration de théoremes
- Quelques succes mais rapidement, essouflement.



(Tres breve) Introduction a la logique

Années 70

Nouveaux résultats :

- Exécution d'un programme = effectuer une déduction logique

- Programme = preuve de l'obtention d'un théoreme (le résultat)
a partir d'autres théeoremes (les données initiales).

- La logique : outil conceptuel pour decrire lI'action d'un ordinateur
et définir des algorithmes.

1972 : Apparition de PROLOG, démonstrateur de théoremes



Objectif du cours de logique

— Etudier les mécanismes déductifs permettant de tirer des
conclusions a partir dhypotheses (premisses données),
c'est-a-dire d'enchainer toutes les étapes d'inférence.

— Essayer dans la mesure du possible de mécaniser la pensée.

Ce sont les bases de l'Intelligence Artificielle.



Déemonstration automatique
et systemes formels
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Introduction

La logique formelle se propose d'élaborer une théorie des
raisonnements valides.

Raisonnement purement syntaxique et non semantique.

Les elements du discours sur lesquels porte le raisonnement
peuvent étre arbitrairement substitues par d'autres sans modifier
la validitée du raisonnement.

Exemple : « Les hommes sont mortels
(syllogisme) Socrate est un homme
Donc Socrate est mortel »

Les mots homme, mortel et Socrate sont substituables par des
symboles : le raisonnement restera valide.



Introduction

Le modele abstrait de ce raisonnement est :

« Sitout XestY
SiZestun X
Alors ZestY. »

X, Y, Z = variables, symboles substituables
Si, Alors = opérateurs, symboles non substituables
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Définition d'un systeme formel (1/2)
Définition :

Un systeme formel est un ensemble de données purement
abstrait, sans liens directs avec l'exterieur.

Il decrit les regles de manipulation d'un ensemble de symboles
traités de maniere uniqguement syntaxique, c'est-a-dire sans consi-
dération du sens.

Principe :
- agencement de symboles — repréesentation

- axiomes = faits supposes vrais que I'on ne remet jamais en cause
- regles de deduction — production de connaissances



Définition d'un systeme formel (2/2)

Un systeme formel est constitue de :
- un alphabet fini (ou infini dénombrable) de symboles,

- un procede de construction des mots, ensemble F des formules
bien formeées,

- un ensemble d'axiomes, énonces sSupposes vrais

- un ensemble fini de regles de déduction qui permettent de
deduire d'un ensemble fini de mots un autre ensemble de mots,
tel que :

permet de

LU, — W,
* déduire "
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Exemple #1 de systeme formel

Systeme (JP) (proposé par Hofstadter) est défini par :

- Alphabet: Z={a, b, o}

- Mots = suite de symboles quelconques de Z
- Axiome : aoa

- Regle : R1) c.oc, — bc obc,

a,b : constantes } Non substituables
O : operateur

c., C, : variables substituables par nimporte quelle suite de

symboles aou b



Quelques définitions

Inférence (ou dérivation) :

Production d'un ensemble de mots par I'application d'une regle
(la regle d'inférence) sur un ou plusieurs mots.

Théoremes :

Formules derivables a partir des axiomes. En particulier tout
axiome est un théoreme.

Preuve (ou déemonstration) :

Suite finie de mots M1, M2, ..., Mr, dans laquelle chaque M. est

soit un axiome, soit une formule se déduisant par I'application
d'une regle d'inférence sur un des mots précedents Mj avec | <.



Fonctionnement de (JP)

Application successive de la regle R1) a partir de I'axiome :
- ada

- baoba
- bbaobba
- bbbaobbba

L'ensemble des théoremes de (JP) est :
T ={b*aob*a}

bbbaobbba est un théoréeme.
baao, oaob, aabboa sont des formules mais non des théoremes.



Exemple #2 de systeme formel

Le systeme (DH) de D. Hofstadter est défini par :

- Alphabet : Z={M, |, U }
- Mots : toute suite de lettres de Z

- Axiome : M|

- Regles de deduction :
R1) ml —- miU (production)
R2) Mm — Mmm (production)
R3) Il — U (réécriture)
R4) UU — (réécriture)




Remarques

- Dire que R1 est une regle de production signifie qu'elle ne
s'appliqgue que si la derniere lettre d'un theoreme est |. Dans ce
cas on peut deduire du theoreme MIUMI le theoreme MIUMIU.
- R2 permet de deduire a partir du theoreme MUI le theoreme
MUIUI.

- R3 autorise par exemple le passage de MUIIIUM a MUUUM.
- R4 indique que toute chaine de 2 U conseécutifs peut étre
purement et simplement supprimee.

MUUUUMM devient MMM



Fonctionnement de (DH)

Application successive des regles a partir de I'axiome :

1) M . axiome

2) M : R2 a partir de 1)

3) Ml : R2 sur 2)

4) MITIU : R1 sur 3)

5) MIUU . R3 a partir de 4) en 3eme position
6) M : R4 a partir de 5)

Questions :

- peut-on prouver facilement qu'une formule est un théoréme ?
- peut-on prouver facilement qu'une formule N'EST PAS un
theoreme ?



MUIU est-il un théoreme de (DH) ?

On a l'arbre de génération des theoremes suivants :

r1 M R2
/\
MIU MI|

MIIII MIIU

Remarque : dire que la formule t est dans T implique qu'elle
commence par M (on part de I'axiome MI).



MU est-il un theoreme de (DH) ?

On pourrait construire l'arbre de géneration des théeoremes.
Cet arbre ne permet pas ici de répondre a cette question, puisque
cette formule n'est pas un théoreme.

Un raisonnement comme le suivant est ici nécessaire :

- MU commence par le symbole M : MU peut donc étre un
theoreme.

- Le but a atteindre (MU) impose de supprimer un |, au moins en
partant de I'axiome MI.

- Cela ne peut se faire que via R2 et/ou R3, puisque R1 et R4
laissent inchange le nombre total de |.

- R3 diminue le nombre total de | de 3 unités exactement, tandis
que R2 déedouble ce nombre.

- R2 fabriqgue donc seulement des formules comportant un
nombre pair de |, tandis que R3 ne peut diminuer ce nombre que
de 3.



MU est-il un theoreme de (DH) ?

- Pour obtenir un nombre nul de |, il faudrait appliquer R3 sur un
mot comportant un nombre de | multiple de 3 et 3 exactement a

la derniere opération. Or R2 n'engendre que des mots avec un
nombre pair de |I.

MU n'est donc pas un théoreme de (DH).



Exemple #3 de systeme formel

Le systeme (PG) de D. Hofstadter est défini par :

- Alphabet: Z={p, g, -}
- Mots : toute suite de lettres de Z
- Axiome : Xp-gx- avec x compose d'un ou plusieurs tirets
- Regle d'inféerence :
R1) Xpygz — xpy-gz-

X, Y, Zz sont des variables.

Exemples de théoremes :

__p___g _____
____p__g ______

Production d'un theoreme par inférence -
--pP--g---—- — —-P---g--—---



Plusieurs interprétations possibles

Premiere interpretation significative :

p < plus h

g <« égal

-1 ~ Signification apparente du systéme
s D

e s 3 b

Autre interprétation :

p < plus
g <> superieur ou egal



Interet des systemes formels :
interpretation (1/3)

Les systemes formels sont des modéelisations d'une certaine
realité concréte ou mathematique.

Interprétation :

C'est une mise en rapport d'un systeme formel avec un univers
donne.

L'interprétation donne un sens a tout symbole du systeme, en
établissant une correspondance univoque entre les symboles du
systeme et des objets de l'univers.

Les théoremes, interprétés, deviennent des énonces, VRAIS ou
FAUX.

— Un méme systeme peut modéliser plusieurs situations concre-
tes differentes (plusieurs interprétations possibles).



Interet des systemes formels :
interpretation (2/3)

Il existe une distinction entre Preuve (dans un SF) et Veériteé

(dans la réalité). En effet, rien n'assure que toute proposition vraie
au sens commun corresponde a un mot demontrable : ce n'est pas
parce que quelque chose est vrai qu'il en existe necessairement
une preuve...

Probleme : adequation entre théoreme d'un systeme formel et
énonce vrai de la realite.

4 cas se presentent dans la relation entre demonstration et valeur
de verite :

- un mot est un théoreme (T)

- un mot est un non théoreme (NT)

- son interprétation est vraie (V)

- son interpretation est fausse (F)



Interet des systemes formels :
interpretation (3/3)

NT,V  NT,F

T,V :cas sans probleme

T, F :interprétation correspondante est sans intérét. On ne
considere que les interpretations qui associent la valeur
VRAI a tous les théoremes.

NT, F : association souhaitable mais pas toujours possible.

NT, V:les non theoremes peuvent étre vrais dans certaines
interprétations. |l existe des systemes formels tel que
NT, V est non vide quelque soit l'interpretation.



Exemples de démonstrations (1/3)

(JP) Z={a,b, o} (alphabet)
F=2Z7
A ={ana} (axiome)

R={cuoc,—bcuobc } (regle)
T ={Db*aob*a }

Premiere interprétation :

-a<—0

- b < successeur d'un nombre sur I'ensemble des entiers
- O <« signe d'egalité dans le méme ensemble

A s'interprete 0 = 0. Les théoremes successifs s'écrivent :

1
2 } sont tous vrais

1
2



Exemples de démonstrations (2/3)

Réciproguement, un énoncé comme 1 = 2, issu du non théoreme

baobba, n'est pas dans T.
« 1=2 » est faux dans notre interprétation.

Conclusions :

- Correspondance parfaite entre T < V et NT < F.
- L'interpretation est correcte dans l'arithmetique usuelle.



Exemples de démonstrations (3/3)

Deuxieme interpretation :

a <> Socrate est mortel

b « la négation

0 < l'identité de proposition

A s'interprete « Socrate est mortel » est identique a « Socrate est
mortel » : énonce vrai.

baoba s'interprete « Socrate n'est pas mortel » est identique a
« Socrate n'est pas mortel » : énonce vrai.

bbaoa n'est pas un théoreme, bien que « La negation de Socrate
n'est pas un mortel est identique a Socrate est mortel » est un

enonce vrai dans notre interprétation. Ainsi NT, V # .
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Proprietes fondamentales des S.F.

Consistance :

Un systeme est consistant (ou non contradictoire) pour une
interprétation donnée si tous les theoremes, une fois interpretes,
sont VRAIS, c'est-a-dire que :

Of O F tel que f et =f soient des théorémes.

Compleétude :

Un systeme est complet pour une interpréetation donnée si toutes
les assertions VRAIES exprimables a 'aide de formules bien
formées du systeme sont des théoremes.

Cohérence :
Un systeme formel est cohérent s'il existe des mots de lI'ensemble
F des formules bien formées qui ne sont pas des théorémes.



Décidabilite des systemes formels

Décidabiliteé :

Une formule bien formeées f est décidable s'il est possible de
déterminer, a l'aide d'une procedure, en un nombre fini d'étapes,
si f est un theoreme ou non.

Un systéme formel est décidable si pour n'importe quelle formule
f, il est possible de répondre a la question : f appartient-elle a
I'ensemble T des théoremes ?

Mot d'un systtme _ Procédure de _—~ Theoreme
rormel decision |, Non Théoréme
Problemes :

- cette procedure de décision n'existe pas toujours
- il n'existe aucun procedeé pour enumeérer les non théoremes
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Limitations des systemes formels

Les premieres limitations des systemes formels ont été posees
par les théoremes de Gbdel, Tarski et Church

Godel (1930) :
« |l existe des systemes formels contenant des mots m tels que ni
m ni "m ne sont démontrables. »

Tarski (1935) :
« |l existe des systemes formels pour lesquels toute interpretation
conduit a des eénonces a la fois vrais et non déemontrables. »

Church (1930) :

« |l existe des systemes formels indécidables, c'est-a-dire qui ne
disposent pas d'une procédure pour séparer les théoremes des
non theoremes. »



Logique des propositions (LP)
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Introduction

_a logique propositionnelle est la composante la plus simple de
a logique classique.

_es elements de son langage sont des énoncés susceptibles
d'étre soit vrais, soit faux.

lls sont construits par composition a partir d'énoncés de base.

Exemple :

p = « Il fait beau et je suis en vacances. »
q = « Il fait beau. »
r = « Je suis en vacances. »

p est une proposition pouvant étre soit vraie, soit fausse, en
fonction de la véracité de q et r.
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Définition de (LP) (1/2)

(LP) est un systeme formel défini par

* un alphabet composé de :

- ensemble dénombrable SP de symboles (aussi appelées
symboles propositionnels, atomes propositionnels ou
propositions)

Exemples : symboles p, q, r, ...
Un symbole représente un énonce soit vrai, soit faux.

- de connecteurs logiques : 7, [], [], [, =

- de 2 symboles auxiliaires : (et)
Les parentheses apparaissant dans les formules permettent
d'indiquer dans quel ordre les regles de composition ont ete
utilisées pour les construire.



Définition de (LP) (2/2)

* des mots (ou formules) formés de la maniére suivante :
- un symbole propositionnel est un mot
- si m est un mot alors (m) est un mot
- si m est un mot alors m est un mot
- sim_etm_sont des mots alors

m < m,m [] m,m sz,m1 sz sont des mots
» des axiomes et des regles d'inferences (voir plus loin)

Définition d'un littéral :
Un littéral est un atome (littéral positif) ou la négation d'un atome
(litteral negatif).

Priorité des connecteurs (du + prioritaire au — prioritaire) :
-I, Dl Dl D | <



Logique propositionnelle (LP)

- Introduction

- Définitions

- Théorie des modeéles

- Théorie de la démonstration

- Propriétées fondamentales de (LP)
- Décidabilité de (LP)

- Principe de résolution



Théorie des modeles (1/8)
Objectif :

Etablir une procédure mécanique d'évaluation des formules pro-
positionnelles, c'est-a-dire :

e substituer une valeur de vérité aux atomes

» donner un sens a une formule a partir de la valeur de verité des
atomes et des connecteurs

e associer a chaque connecteur une table de vérité



Théorie des modeles (2/8)

Définition d'une valuation d'un ensemble d'atomes :

Une valuation d'un ensemble d'atome { a, ..., a_} affecte a chaque
atome a_une valeur de verite.

Définition de l'interprétation d'une formule :

Une interpretation d'une formule F dans laquelle apparaissent les
atomes{a, ..., a }estunevaluationde{a,...,a }.

n



Théorie des modeles (3/8)

Satisfiabilité d'une formule :

Une formule A est satisfiable par une interprétation | ou | |=A, Si :

- Si A est un atome, | |=A ssi I'atome est vrai,

- si A est de la forme =B, | F A ssi non (I E B),

-si Aestdelaforme B OC, | FAssi(IEB)ou (I FC)

-si Aestdelaforme BOC, | FAssi(IlEB)et(1FC)

-si Aestdelaforme B O C, | FAssi(non (I EB))ou (I FC)

-si Aestdelaforme B = C,|EA ssi(non (I EB)etnon (1 FC)) ou
(IEBetlEC).

Cette définition correspond a une définition semantique des diffé-
rents connecteurs.



Théorie des modeles (4/8)

Les tables de vérité des connecteurs :

A B A - B Al B AOB AB

0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1
1 0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1
A —A

0 1

1 0

Comment simplifier une formule logique ? A l'aide d'un tableau de
Karnaugh...



Théorie des modeles (5/8)

Définition d'une tautologie :

Une tautologie (formule valide) est une formule A vraie quelles
gue soient les valeurs de vérite associées aux atomes qui la
composent. On note fA.

Exemple :

Soit la formule p O (q U p).
Est-ce une tautologie ?



Théorie des modeles (6/8)

Autres définitions :

e Formule inconsistante : formule qui est fausse quelles que soient
les valeurs de veérité des atomes qui la composent.

 Formule contingente : formule qui est vraie dans certaines inter-
prétation et fausse dans d'autres.

Remarque :

F est une tautologie ssi 7F est inconsistante.



Théorie des modeles (7/8)

Définition d'une substitution d'atomes :

Soit la formule F composee des atomes p , ..., p_. Soit la formule
F* obtenue en substituant aux atomes p_, ..., p_les formules

A, ..., A Alors si EF,ona FF*

Exemple :p U (U p)etAl (B O A).

Attention, la réciproque est fausse !

Exemple: (p U7p)d qetrd s...



Théorie des modeles (8/8)

Considérons les formules suivantes et construisons leur table de
verite :
A=(pUqU(Ur) B=(qlr) C=(ppUr)

Définition d'une conséquence logique :

Soient une formule B et une famille de formules A , ..., A .
Soient P, ..., p_les atomes figurant dans les A etB.

B est une consequence valide des A si dans les tables de verité
des A et de B, la formule B a la valeur 1 sur toutes les lignes ou
les A sont simultanement a 1.

Onnote alors A, ..., A EB.

Théoréme : A F B est équivalenta F (A 0O B)
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Théorie de la déemonstration (1/3)
Objectif :

Déterminer la preuve d'une formule de maniere purement mécani-
que, en appliquant des regles d'inférence a partir d'axiomes ou

de formules prouvées dans des étapes préecéedentes.

Une regle d'inférence se présente sous la forme :

f,...,f (prémisses)

f (conclusion)



Theorie de la demonstration (2/3)
Définition d'un théoréme :

Une formule A est un théoréme, noté | A, si A est un axiome ou
si A est obtenue a partir de I'application d'une regle d'inférence
sur d'autres théoremes.

Définition d'une démonstration :

Une démonstration d'un théoréme A est une suite finie
(A, ... A, ..., A)ou chaque A est soit un axiome, soit obtenu par

application d'une regle d'inférence sur des théoremes Aj et A
(j, k < i) précédemment produits.



Théorie de la déemonstration (3/3)

Définition d'une déduction :

On dit qu'une formule A se déduit d'un ensemble de formules
(B1, Bi, Bn) et I'on note B1, Bi, Bn |— A, s'll existe une

suite finie (A, ..., A, ..., A) ou chaque A est soit un axiome, soit
un des B, soit obtenu par application d'une regle d'inférence sur
des théoremes Aj et A (j, k <i) de la suite deja obtenue.

Remarques :

B. = hypothese.

Déemonstration : on part d'aucune hypothese.
Déduction : on part d'au moins une hypothese.



Axiomatique de (LP)

e trois axiomes dans (LP) :
(A):(m 0O (m U m))

(A):(m O (m U m))d (mOm)L (mUm,))
(A): ("m0 "m )0 (m U m)

ou m_m_etm_ sont des formules quelconques

* une regle d'inféerence unique (le Modus Ponens) :
FA, FADO B

B




Démonstration de |(p

(A,) avec m =p et m_=pl p alors :
(1) }pO((pO p)D p)

(A)) avec m =p et m_=pl] p et m_=p alors :
(2) F(pO((PO P)O P))O ((pO (PO p))T (PO p))

Modus Ponens entre (1) et (2) :
(3) F(pO(pO p))O (pO p)

(A,) avec m =m_=p alors :
4)  F(pO(pO p))

Modus Ponens entre (3) et (4) :
(5) FpOp

p)
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Proprietes fondamentales de (LP) (1/2)

Adéquation :

Une logique est dite adéquate si tout théoreme A ( |—A) est une
formule valide ( FA).

(LP) est adéquat : si | A alors FA.
Consistance :

Une logique est consistante s'il n‘existe aucune formule A telle
que FAet |-A.

(LP) est consistant.



Proprietes fondamentales de (LP) (2/2)

Compleétude forte :

Une logique est dite fortement complete ssi la relation de consé-
guence valide correspond a la relation de dérivabilité : soit E un
ensemble de formules, siE FA alors E |FA.

Compleétude faible :

Une logique est faiblement complete si toute formule valide est
un théoréme : quand A alors | A.

La complétude forte implique la complétude faible.

(LP) est fortement complet.
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Décidabilite de (LP) (1/2)
Décidabilite :
Une logique est décidable s'il existe un algorithme capable de
déterminer en un nombre fini d'étapes si une formule donnée est
ou n'est pas un théoreme.
Emile Post démontre le resultat suivant :
« Une formule F est démontrable dans (LP) si et seulement si elle

est valide, c'est-a-dire vraie dans toutes les interprétations de
(LP). »



Décidabilite de (LP) (2/2)

Théoréme de correspondance de Post :

Un mot de (LP) est un théoreme ssi il prend la valeur d'interpre-
tation VRAI, quelles que soient les valeurs des atomes qu'il
contient.

On dispose alors d'une procédure de decision tres sure : les
tables de vérite.

En effet, les théoremes de (LP) coincident avec les tautologies.



Exemple de preuve par la méthode
des tables de verite

(O (pdr)  F

T OO0 ™

qur

T O v O

pLIr

T e OO0 ™

O~ O O~ O+~

q

OO T T OO T <

P

OO OO OO T v ¢

Preuve de F = (pUJ q)U ((gd r)U (pLI 1))



Logique propositionnelle (LP)

- Introduction

- Définitions

- Théorie des modeéles

- Théorie de la démonstration

- Propriétées fondamentales de (LP)
- Décidabilité de (LP)

- Principe de résolution



Principe de déduction

Objectif :
Simplifier la démonstration de théoremes en utilisant des formules
logiques mises sous forme normale conjonctive.

Principe de déduction/résolution :
Prouver qu'une conclusion A peut se déduire des hypotheses E
revient a prouver que E et 7A sont contradictoires.

Autrement dit, A est la conséquence valide de E ssiE [ { 7A }
est inconsistant, c-a-d qu'il n'existe aucune interpréetation M telle
que chaque formule de E ainsi que A soit satisfaite par M.

Interprétation du résultat :
Toute preuve de deduction se ramene a une preuve d'inconsistan-
ce...



Forme normale d'une formule (1/2)

Définition d'une clause :
Une clause est une disjonction de litteraux p,Up,U...Up, les

littéraux pouvant étre positifs ou negatifs.

Notation des clauses :
- souvent sous forme d'ensemble.
- ensemble vide = clause vide (toujours fausse).

Forme normale conjonctive :
C'est une conjonction de clauses : C. IC, U... JC , encore notee

{C,C,..C}
En particulier, {C,C , ..., C } FAéquivauta C OC 0..OC EA.



Forme normale d'une formule (2/2)

Normalisation d'une formule en forme normale conjonctive :

1. A - B sereecriten (A B)U(B O A)
. Al B sereecriten “ALB

3a. (A 0B) se reecriten (A 7B)

3b. (A UB) se reécriten (7A 07B)

4. A seréecriten A

S. AOMBOC) sereecriten (ALUB)UALC)

Exemple :

Transformer la formule p = (q U r) enf.n.c.



Principe de resolution

Théoreme :

Soit N une forme normale, C1 et C2 deux clauses de N.
Soit p un atome telque p U C_ et p UC..
Soitla clause R=C \{p}UC \{7p}.

Les formes normales N et N [ R sont logiqguement équivalentes.
La clause R est appelee resolvante de C_ et C..

Si 'application récursive de ce principe sur un ensemble de
clauses produit la clause vide, alors I'ensemble est inconsistant.

Exemple :

Est-ceque{pOr,q0r } F(pOq)Or?



Les clauses de Horn
Définition :

Une clause de Horn est une clause qui contient au plus un littéeral
positif.

Il existe trois types de clauses de Horn :

- clause de Horn stricte : un littéral positif et au moins un littéral
negatif

- clause de Horn positive : un littéral positif, aucun litteral negatif

- clause de Horn négative : aucun littéral positif et zéro ou
plusieurs littéraux negatifs.

Clause vide = clause negative.



Cadre d'application des clauses de Horn

- clause de Horn positive : un littéral positif, aucun littéral négatif
— Fait :

Y

- clause de Horn stricte : un littéral positif et au moins un littéral
negatif
— Regle du type Si ... Alors ... :
qO-p, O7p, 0...07p équivauta{p,p, ...p } Fq

- clause de Horn négative : aucun littéral positif et zéro ou
plusieurs littéraux negatifs.
— But a atteindre

Prouver =p U=p U...U=7p apartirde{H,H, .. H }revienta
prouver {H,H_, .., H } F(p. Op, 0...Op )



Principe de resolution avec
les clauses de Horn

Soit N une f.n.c. contenant la négation de la conclusion.

Les difféerentes étapes :

1. Si O ON, I'ensemble est inconsistant et la résolution terminée.

2. Sinon choisir une clause C et une clause P telle que P est une
clause de Horn réduite a p et C une clause contenant —p.

3. Calculer la résolvante R de P et de C.

4. Reprendre l'etape 1. en remplacant N par (N\{C }) O R.

Exemple de resolution :

{-pUr, 7rQds,p, s}



